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Aufgabenblatt 1

1. Man zeige, dass die folgenden Formeln allgemeingueltig sind
a) ∀xφ(x) → φ[x/t]
b) φ[x/t] → ∃xφ(x)
wobei t einen Term darstellt, dessen Variablen an der Stelle x in φ nicht gebunden sind. φ[x/t]
ergibt sich aus φ(x), indem die Variable x an allen Stellen des Vorkommens durch t ersetzt
wird. Man zeige ferner an einem Beispiel, dass die an t gesttellte Bedingung notwendig ist.

2. Man zeige, dass die folgenden Formeln nicht allgemeingueltig sind.
a) φ[x/t] → ∀xφ(x)
b) ∃xφ→ φ[x/t]
c) (∃xφ ∧ ∃xψ) → ∃x(φ ∧ ψ).

3. Man zeige, dass die folgenden prädikatenlogischen Formeln Tautologien sind:
a) ∃x∀yφ(y, x) → ∀x∃yφ(x, y)
b) ∀x(φ(x) → ψ(x)) → (∀xφ(x) → ∀xψ(x))
c) ∃x(D(x) → ∀yD(y)) (Deppenformel).

4. Man zeige, dass die folgende Formel φ ein Modell besitzt, und dass jedes Modell von φ
unendlich ist.
φ = ∀x¬R(x, x) ∧ ∀x∀x∀z[R(x, y) ∧R(y, z) → R(x, z)] ∧ ∀x∃yR(x, y).

5. Man zeige, dass die folgenden Formeln in jedem normalen Modell gueltig sind:
a) ∀x∃y(x = y)
b) φ[x/t] ↔ ∀x(x = t→ φ(x))
c) φ[x/t] ↔ ∃x(x = t ∧ φ(x)),
wobei keine der in t vorkommenden Variablen in φ gebunden ist und x 6∈ V ar(t). Eine
Struktur A = (U,F,R) heisst normal, wenn das Gleichheitszeichen “=” durch die Relation
{(a, a)|a ∈ U} interpretiert wird.

6. S sei eine Menge von Formeln und φ eine Aussage. Man zeige, dass die folgenden Bedingungen
äquivalent sind:
a) S 6|= φ und S 6|= ¬φ
b) es exixtieren Modell A,B von S, so dass A |= φ und B |= ¬φ.
Falls a) oder b) erfuellt sind, so heisst φ unabhaengig von S.

7. Sei X ∪ {¬β | β ∈ Y } inkonsistent (äquivalente Bedingung ist, dass diese Menge kein Modell
besitzt). Man zeige, es gibt β1, . . . βn ∈ Y mit X |= β1 ∨ . . . ∨ βn.

8. (∗) Sei T die folgende Theorie der Signatur Σ = (s(x), P (x), 0), s(x) ist einstelliges Funktions-
symbol, P (x) einstelliges Relationssymbol. T = { ¬∃x(s(x) = 0), ¬∃xy(x 6= y ∧ s(x) = s(y)}
∪ {φn | n < ω}, wo φn die Aussage “Es gibt keinen Zyklus der Laenge n” bedeute. Dann gibt
es eine ein-eindeutige Funktion zwischen der Menge aller vollsaendigen Erweiterungen von T
und der Menge der reellen Zahlen.
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